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Abstract :La théorie des représentations induites des groupes localement compacts sépa-
rables a été fondée en 1949 par George W. Mackey. Ce dernier a donné une définition générale
d’une représentation unitaire d’un groupe localement compact séparable GG induite par une
représentation unitaire o d’un sous-groupe fermé H qu’on note

(G, H,0) = 7(0) = Ind0.

Cette définition généralise la notion des représentations induites des groupes finis qui a été
fondée par Frobenius en 1899.

Dans son travail |[79], Takenouchi a démontré en 1957 que toute représentation unitaire ir-
réductible d’'un groupe de Lie résoluble exponentiel G = exp g c’est a dire un groupe de Lie
tel que I'application exponentielle est un difféomorphisme de g sur GG, est induite par une
représentation de dimension 1. Ce que nous appelons dans la suite des représentations mo-
nomiales. En 1962, A. A. Kirillov a construit une bijection de I’espace des orbites coadjointes
g*/G d’'un groupe de Lie nilpotent G sur le dual unitaire G de G. Plus précisement, si f est
un point du dual g* de g, il existe des sous-algebres b totalement isotropes maximaux pour
la forme bilinéaire alternée By sur g définie par B¢(X,Y) = f([X,Y]). La sous-algebre b
s’appelle polarisation réelle en f. La représentation monomiale 7(G, B, xy) = 7(G, B, f) de
G est irréductible. De plus, la classe d’équivalence de 7(G, B, f) ne dépend que de l'orbite
coadjointe G - f de f. Plus tard, en 1965, P. Bernat a pu étendre la bijection de Kirillov
O¢ : g"/G — G dans le cas des groupes de Lie résolubles exponentiels. En 1967, L. Pu-
kanszky avait introduit ce que nous appelons la condition de Pukanszky dans le cas d’une
polarisation réelle dans une algeébre de Lie résoluble exponentielle qui donne une condition
nécessaire et suffisante d’irréductibilité pour une représentation monomiale.

Il était naturel, aprés la détermination explicite du dual unitaire G d'un groupe de Lie réso-
luble exponentiel de donner la décomposition en irréductibles d’une représentation induite
7(G, H,0). Cette question a pris beaucoup d’importance durant les derniéres années.

Dans [81], Michéle Vergne a prouvé que si G = exp g est un groupe de Lie résoluble expo-
nentiel et si h est une polarisation en f € g*, alors la représentation 7(G, H = expb, f) est
somme finie de représentations irréductibles et a déterminé la décomposition de 7(G, H, f).
Plus précisement, si on désigne par U(f,h) I'ensemble des orbites Q2 € g*/G qui rencontre
f+b* (bt désignant I'annihilateur de b dans g*) suivant un ouvert non vide de f + b+ et si
) est une orbite de G dans g*, on notera ¢(€, f,h) le nombre de composantes connexes de
QN (f+ht), alors on a le théoréme suivant :

Théoréme. 1. U(f,h) est un ensemble fini;
2. 51 Qe U(f,h), c(, f,h) est un nombre fini;
3.7(GH.f)~ ) e f.h)m.

QeU(f.h)
Cette question est entiérement résolue par Lawrence Corwin, Frederick P. Greenleaf, Gé-
rard Grélaud (Jean Ludwig et Ali Baklouti pour une désintégration concréte) dans le cas
nilpotent, par Ronald Lipsman pour les groupes de Lie complétement résolubles. Enfin, Hide-



nori Fujiwara a donné en 1990 ([37]), une réponse générale pour les groupes de Lie résolubles
exponentiels. Plus précisement, il a prouvé que la désintégration ou la décomposition en une
intégrale direct d’irréductibles de 7(G, H, o) s’obtient comme suit

S

T(G,H,O‘)ﬁ/ m(m)mwdu(r), (1)

G

avec m(m) est le nombre des H-orbites contenues dans p~'(Q2) N Q, (p étant la projection
canonique de g* sur 'espace h*, 0 orbite coadjointe associée a m et Q 1'orbite coadjointe
associée & o) et p une certaine mesure sur G, décrite comme suit : on définit tout d’abord
la mesure naturelle sur p~(Q) comme la mesure produit de la mesure canonique sur
et la mesure de Lebesgue sur h', ensuite on prend son image dans G par I'application
p Q) — G- pH(QF)/G — G. On obtient ainsi, la mesure de la désintégration .

L’un des problémes les plus importants dans la théorie de la désintégration des représenta-
tions des groupes de Lie est de connaitre explicitement un opérateur qui entrelace 7(G, H, o)
et sa décomposition en représentations irréductibles. La réponse a cette question peut aider &
trouver la solution de plusieurs problémes importants, par exemple I’étude de la résolubilité
des opérateurs différentiels invariants sur ’espace homogéne G/H, ou encore le probléme
de la réciprocité de Frobénius des vecteurs généralisés semi-invariants dont H. Fujiwara a
récemment trouvé une solution. Pour les représentations induites, le probléme est résolu par
A. Baklouti et Jean Ludwig dans le cas nilpotent (|3]), ensuite par A. Baklouti dans le cas
des groupes de Lie résolubles exponentiels et pour des sous-groupes normaux ([5]).

Un autre probleme important de la théorie des représentations induites est I'é¢tude de la
fonction multiplicité m(7) qui apparait dans la décomposition (1) de 7(G, H, o). Plus préci-
sement, il s’agit de prouver si nous avons les propriétés suivantes :

1. La fonction multiplicité est uniformément infinie ou uniformément finie.

2. Une condition nécessaire et suffisante pour la finitude des multiplicités est que pour
presque tout m = 74 dans le spectre de 7(G, H, o), nous ayons

dimG - ¢ —2dim H - ¢ + dim Q7 = 0.

3. Dans le cas de finitude, la fonction de multiplicités est bornée.

En 1984, Yves Benoist a prouvé que si la paire (G, H) définie un espace symétrique exponen-
tiel, la representation 7(G, H, 1) est sans multiplicités ([12]). En se basant sur la théorie de
la géométrie algébrique et le fait que si la multiplicité m(w) est finie alors elle coincide avec
le nombre de composantes connexes de la variété p~1(QH) N Q,, L. Corwin, F. P. Greenleaf,
G. Grélaud ([26, 23]) et R. Lipsman ([55]) ont démontré que les trois propriétés sont vraies
pour les groupes de Lie nilpotents. Ensuite, dans [58], Lipsman les a établi pour les groupes
de Lie complétement résolubles, en suivant exactement le méme raisonnement fait dans le
cas nilpotent. Pour cela, le dernier auteur a introduit tout d’abord la notion des ensembles
pseudo-algébriques, généralisant ainsi la notion des ensembles algébriques, ensuite il a prouvé
qu’'un tel ensemble a un nombre fini de composantes connexes. D’autre part, il est bien connu
d’aprés S. R. Quint (|77]) et G. Grélaud ([45]) que si la représentation monomiale 7(G, H, f)
est induite a partir d’un sous-groupe normal H d’un groupe de Lie résoluble exponentiel G,
alors sa fonction de multiplicités vérifie les trois assertions décrites plus haut et que si elle



est finie alors elle est presque partout égale a un (on dit que 7(G, H, f) est sans multipli-
cités). Enfin, R. Lipsman les a établi lorsque H est un sous-groupe maximal de G ([63]).
Cependant, dans le cas plus vaste ou G est un groupe de Lie résoluble exponentiel et H un
sous-groupe analytique de G, la propriété 2. n’est pas vraie (voir [26] et [55]), tandisque la
question concernant les propriétés 1. et 3. reste jusqu’a présent ouverte.

L’étude des représentations unitaires montre qu’il existe un trés grand parallélisme entre
les formules des multiplicités pour la désintégration de 7(G, H,0) ou o € H et celle pour
la désintégration de my quand m € G. Rappelons les principaux résultats connus sur la
désintégration des restrictions des représentations unitaires irréductibles. Le probléeme a été
entrepris par Kirillov [51], pleinement étudié par Corwin-Greenleaf [22] pour le cas nilpotent,
par Lipsman [54, 55| pour le cas complétement résoluble et par H. Fujiwara [38] pour le
cas exponentiel. D’autre part, A. Baklouti et J. Ludwig ont déterminé une décomposition
concréte de la représentation restreinte my d’un groupe de Lie nilpotent G afin de construire
un opérateur d’entrelacement pour my ([7]).

Décrivons maintenant la désintégration de 7. Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel
d’algébre de Lie g. On considére une représentation unitaire irréductible 7 associée a une
orbite coadjointe €2, C g*, associée a une forme linéaire f. Si H est un sous-groupe analytique
de G d’algebre de Lie b, alors d’aprés H. Fujiwara ([38]), la désintégration centrale canonique
de my s’obtient comme suit :

i / : Ny (0)odv(o)

H
ol n, (o) désigne le nombre des H-orbites contenues dans Q, Np~'(QF) (p: g* — b* la
projection canonique) et v est la mesure image de la mesure canonique sur 2, par Uappli-
cation O op: g* — H. D’autre part, d’aprés les travaux de Corwin-Greenleaf [22, 23] et
Lipsman [55, 58|, la fonction de multiplicités n, (o) vérifie les trois proprié¢tés décrites plus
haut a condition d’une petite modification dans 2. La propriété 2. sera remplacée par la
propriété

4. Une condition nécessaire et suffisante pour la finitude des multiplicités est que pour
presque tout o dans le spectre de 7y, nous ayons

dimG - f —2dim H - f+dim Q7 = 0.

Dans la premiére partie de cette thése, nous cherchons a obtenir des résultats similaires a ceux
décrit ci-dessus concernant des représentations des groupes de Lie résolubles exponentiels qui
font intervenir a la fois des représentations induites et des restrictions de représentations.
C’est en fait ce qu’on appelle des représentations miztes ou de type mizte. Plus précisément,
ce sont des représentations de la forme p(G, H, A,0) = IndgalA, ou p(G, H,m) = Ind (mu),
ou A et H sont deux sous-groupes fermés connexes d’un groupe de Lie résoluble exponentiel
G, m et o sont deux représentations unitaires irréductibles respectivement de G et H.

Nous abordons au deuxiéme chapitre, I’étude des représentations mixtes de la forme
p(G,H A o) = IndgalA.

Comme motivation, I’étude de telles représentations porte un grand intérét sachant que la
décomposition des représentations mixtes et leur entrelacement nous fournit de nouvelles
désintégrations lisses de L*(G) pour les groupes exponentiels (voir [5]). Une autre motiva-
tion vient originalement de la théorie des actions ergodiques comme 'explique R. Lipsman



dans [56]. Ce dernier auteur étudie le spectre et les multiplicités d’un type particulier de
représentations mixtes pour des groupes de Lie nilpotents connexes et simplement connexes.
C’est la représentation

p(G, H,A) = Indj1,,

qui était l'objet de I’étude en supposant que H est un sous-groupe fermé de G et A un
sous-groupe abélien de G. Plus précisément, 'auteur a déterminé un spectre concret et une
formule de multiplicités explicite en utilisant la méthode des orbites. Notre premier objectif
dans ce chapitre est d’écrire des formules de désintégration des représentations mixtes pour
tous les groupes de Lie résolubles exponentiels sans restrictions sur les sous-groupes H et A et
sur la représentation o € H. Un autre objectif de ce travail est de déterminer des conditions
nécessaires et suffisantes pour lesquelles les multiplicités des représentations intervenant dans
les composantes isotypiques de p(G, H, A, o) sont finies presque partout. Pour acquérir de
telles conditions, il faut déja que la représentation 7(o) = Ind$o soit a multiplicités finies
et que pour presque tout m € spectre(7(c0)) la représentation m4 soit encore a multiplicités
finies. Ces derniéres conditions ne sont généralement pas suffisantes pour assurer la finitude
des multiplicités de la représentation p(G, H, A, o).

Quand G est nilpotent, nous démontrons que les multiplicités de la représentation mixte
p(G, H, A, x) sont uniformément infinies ou uniformément finies et bornées. Nous exhibons
aussi dans ce cas une condition nécessaire et suffisante pour la finitude de ces multiplici-
tés. Ici, x désigne un caractére unitaire de H. Cette condition porte manifestement sur les
sous-groupes H et A et leurs actions sur certains espaces en faisant intervenir des ensembles
semi-algébriques. Le fait de travailler en utilisant un caractére unitaire ne représente aucune
perte de généralités dans ce cas. En effet, toutes les représentations unitaires et irréductibles
sont monomiales et le résultat est déductible pour une représentation quelconque o de H.
Quand le groupe G est exponentiel et A s’avére une polarisation G-invariante pour certains
éléments génériques, nous montrons que les multiplicités de la représentation p(G, H, A, o)
coincident avec celle de 7(o) et sont uniformes, donc ne dépendent pas de A. Lorsque les
sous-groupes H et A sont invariants (et G est exponentiel), nous montrons que la représen-
tation mixte p(G, H, A, x) est sans multiplicités ou a multiplicités uniformément égales a
I'infini. Nous donnons alors des conditions nécessaires et suffisantes pour la finitude dans ce
cas.

L’étude de telles représentations pourrait étre faite plus généralement sur des groupes loca-
lement compacts. Mackey a étudié la désintégration de telles représentations quand A et H
sont régulierement liés (voir [69]). D’autre part J. Ludwig prouve dans le lemme 4.2 de [68]
que si H et A sont des sous-groupes normaux d’un groupe localement compact G et A C H,
alors le support de la représentation mixte p(G, H, A, o) est de la forme (0y4)?, g € G ou

(01a)(a) =0(g-a-g7"), a € A
Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des représentations mixtes de second type, c’est

& dire de la forme
p(G,H, ) = Indfl(mH).

Notre point de départ est un résultat de J. Ludwig et Horst Leptin qui ont prouvé que si H
est un sous-groupe analytique propre d’un groupe de Lie résoluble exponentiel GG, alors la
représentation unitaire p(G, H, ) est réductible (voir [52]). Nous sommes intéressés d’abord
a déterminer la formule orbitale du spectre de ce type de représentations pour les groupes
de Lie résolubles exponentiels. Nous obtenons alors le théoréme suivant :



Théoréme. Soient G un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algébre de Lie g et H = exph
un sous-groupe fermé connezxe de G. Soit ™ une représentation unitaire iwrréductible de G
associée a lorbite coadjointe Q.. On note par dS) la mesure canonique sur (m) et par A la
mesure de Lebesque sur h. Soit uSH la mesure image de la mesure (d2 x \) sur Q(m) x b+
par les applications

Q(m) x bt = p, () x b — p, (Am)) + b —
G- (p,(Um)) +5)/G =G - (Qm) +b7)/G,

o p, : g° — b* est la projection canonique. Alors la représentation p(G, H, ) satisfait la
formule orbitale du spectre :

5]

DG H. ) ~ / e (@) g S (6)

G-(Qm)+bh) /G

ol

M () = > " n’

QHF elp, (Q(m))Np, (me))]/H
avee n$" = #1Q(m) Np L (QN)]/H et n = #[Q(my) Np (Q)]/H.

Dans un deuxiéme temps, nous passons a étudier la fonction de multiplicité m,(¢). Dans
cette étude, nous abordons les mémes questions du chapitre précédent.

Le quatriéme chapitre du mémoire est consacré a 1’étude de la fonction de multiplicités
des représentations induites et mixtes d'un groupe de Lie résoluble exponentiel. Dans la
premiére partie, nous introduisons la définition d’un sous-groupe H adapté & un groupe de
Lie exponentiel GG. En effet, soient G un groupe de Lie résoluble exponentiel d’algebre de
Lie g, H = exp b un sous-groupe fermé connexe de G et f une forme linéaire de g* tel que
(f.[b,b]) = 0. En utilisant la stratification de g* sous 'action coadjointe de G' due a Bradley
N. Currey (]28] et [29]), soit U la premiére couche qui rencontre f + h*+. Par construction,
UnN f+ bt est un ouvert de Zariski non vide de f + h*. Nous dirons que la paire (H, f) est
adaptée a G si ’ensemble

I={pecUnNf+b": h+ g(¢) est une polarisation en ¢},

est de complémentaire négligeable dans f + h*. Cette définition, nous donne un partage des
groupes de Lie résolubles exponentiels en deux familles. Enfin, nous démontrons le théoréme
suivant

Théoréme. Soit G = exp g un groupe de Lie résoluble exponentiel. Soient H un sous-groupe

fermé connexe de G d’algebre de Lie b et x ¢ un caractére unitaire de H associée a la forme

linéaire f de g* tel que (f,[h,b]) = 0. On suppose que la paire (H, f) est adaptée a G. Alors

1. Pour presque tout ¢ dans Ty = f+b*, la multiplicité m(rwy) qui apparait dans la décom-
position (1) de p(G, H, f) est finie si et seulement si la variété G- ¢ Ny est un ensemble
semi-algébrique.

2. Si la fonction de multiplicités est uniformément finie, alors elle est bornée.

Dans la deuxiéme partie du chapitre, nous nous intéressons d’obtenir les mémes résultats que
nous avons établi dans le cas des groupes de Lie nilpotents sur la fonction de multiplicités



des représentations mixtes p(G, H, A, xs) et p(G, H,w), pour les groupes de Lie complé-
tement résolubles. Pour cela, nous introduisons, tout d’abord la définition des ensembles
semi-pseudo-algébriques qui généralise la notion des ensembles pseudo-algébriques :

Définitions ([8]). 1. Soient f une fonction polynomiale & coefficients réels sur R™F et
Ai :R™ = R, 1<i<k des formes linéaires. La fonction

F:R™ —R, z+— f(z,eM@ . M@

est appelée fonction pseudo-algébrique sur R™ de degré deg f.

2. Une partie A de R™ est appelée semi-pseudo-algébrique, si A s’écrit sous la forme
A= {x ER™: Fi(z)=-=F(x)=0, Gi(z) >0,...,Gy(z) > o},

ou Fy, ..., F., Gi,...,G; sont des fonctions pseudo-algébriques sur R™.

Ensuite, nous démontrons qu’'un tel ensemble A admet un nombre fini de composantes
connexes et que ce nombre est majoré par un scalaire qui dépend seulement de m, r, [, k, deg F;
et deg G; mais ne dépend pas des coefficients des fonctions polynomiales et des formes li-
néaires.

Ce théoréme nous permet d’établir, en utilisant les mémes techniques que celle dans le
cas nilpotent, que si G est un groupe de Lie complétement résoluble, alors les fonctions
de multiplicités des représentations mixtes p(G, H, A, f) et p(G, H,7) sont uniformément
infinies ou uniformément finies et bornées et nous avons donné une condition nécessaire et
suffisante pour la finitude des multiplicités ([8]).

Dans le cingiéme chapitre, nous nous intéressons a la construction d’un opérateur d’entrela-
cement entre p(G, H, A, f) et sa désintégration, dans le cas ot A et H sont deux sous-groupes
distingués d’un groupe de Lie résoluble exponentiel G. Pour aboutir a un tel résultat nous
sommes aménés a connaitre des opérateurs d’entrelacements des représentations induites
et des restrictions des représentations unitaires irréductibles. Pour la représentation induite
Indgx #, la question est résolue par A. Baklouti [5]. Dans son article, ce dernier auteur, a
choisi une bonne suite de sous-algébres de g passant par b, a partir de la quelle, il détermine
d’une maniére précise un sous-espace V de f + b+ tel que

5

tndfxy = | oA (o). @)

et un opérateur d’entrelacement de (2). Dans la premiére partie de ce chapitre, nous cher-
chons un opérateur d’entrelacement de la représentation unitaire 7. Pour faire cela, nous
choisissons une bonne suite s de sous-algébres de g passant par h a partir de la quelle nous
construisons une base {Z1,...,Z,} de g, un ensemble indice Kf’s ={iy <--- < ik} etun
sous-ensemble

T = {Ad“(R(T))f, T € R*}, R(T)=[]exp(t;X;,)

de G - f tel que
e
i =~ /T Tp(6)AA(9)-



Notre opérateur R est donné par

R(¢)(§)(h) = &(h - gg), h € H,

ol g4 est 'unique élément de G tel que ¢ = Ad*(g,)f, £ un élément de L*(G/B, f) a support
compact modulo B = exp b et b la polarisation de Vergne en f construite a partir de la bonne
suite 5. Comme application de ces deux types de désintégration, nous déduisons un espace
de désintégration W de notre représentation mixte p(G, H, A, f), ainsi qu'une mesure dv sur
W telle que

®
p(G, H, A, f) = /W Upo(w)d’/(w)'

Ensuite, nous construisons un opérateur d’entrelacement qui fait intervenir a la fois I'opéra-
teur d’entrelacement de l'induite et 'opérateur d’entrelacement de la restriction.

Finalement, le sixiéme chapitre de la these est consacré a la formule de Bonnet-Plancherel
pour 'espace homogéne G/H ot GG est un groupe de Lie résoluble exponentiel et H est un
sous-groupe analytique invariant de G. Nous nous basons sur 'article de Pierre Bonnet [16]
ou il démontre le théoréme suivant :

Théoréme. Pour toute distribution de type positif T sur un groupe de Lie G de type I, il
existe une mesure (1 sur G le dual unitaire de G et un champ d’opérateurs nucléaires U,, de
M7 dans H > tels que :
(1.0) = [ tr (r,OU 0.
G
pour toute fonction 6 sur G de classe C'*° a support compact.

L’article se situe dans le cas des groupes de Lie unimodulaires mais ce théoréme en particulier
reste vrai dans le cas des groupes de Lie de type I.

Si on considére maintenant le cas d’un groupe de Lie G, d'un sous-groupe fermé H de G et
d’un caractére unitaire y de H, on peut appliquer le théoréme de P. Bonnet a la distribution
de type positif 0y définie par :

%w:ﬁywnm%ﬁww, Ve € D(G),

ol dh est une mesure de Haar fixé sur H. On obtient alors une formule de Plancherel pour
I'espace homogéne G/H qui est de la forme :

‘AWWWMﬁwﬁzémmw%MM) (3)

Quand le sous-groupe H est réduit a I’élément neutre de G, on trouve une formule de
Plancherel pour le groupe G.

La classe de la mesure p est connue, c’est celle de la mesure de la désintégration centrale de
la représentation Ind%y décrite en (1). On cherche maintenant a décrire les opérateurs U, de
la formule (3). C’est ce qu’a fait H. Fujiwara dans le cas des groupes de Lie nilpotents [40],
R. L. Lipsman dans le cas des espaces homogénes & spectre exponentiel [64] ou des espaces
homogenes de Strichartz [65] et G. Grélaud dans le cas des espaces homogeénes des groupes
de Heisenberg [46] et des groupes de Lie nilpotents [47].
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Soient G un groupe de Lie résoluble exponentiel, H = exp fh un sous-groupe fermé connexe
invariant de G et f € g* une forme linéaire sur g tel que (f, [h, h]) = 0. Soit H” le stabilisateur
dans G de la restriction fj, de f a b. Il existe une section de croisement X localement fermée
des H/-orbites dans f + h*. Nous choisissons pour o € ¥ une polarisation de Vergne ¢(o) et
pour s € H/, nous considérons 4, , 'evaluation en s sur I'espace H>° des vecteurs C'*° pour
7. Posons a = ker f N'h et A = exp a. Nous définissons une fonction iy : Hf — R* par la
relation

AF(sxsl)dx—iA(s)AF(x)dx, sc HY

ot F est dans C.(A). Nous prouvons que les opérateurs U, = U, dans la formule de Bonnet-
Plancherel sont des intégrales d’opérateurs Pss, . de rang un

U, = 7{ P s, d\(s),
Hf /C(0) ’

ot Py, est définit sur HE® par : Pyg, ,(§) = Ag(s)ia(s™1)(, 0s0) 0s0. Dans la suite nous
donnons la formule de Penney-Fujiwara Plancherel. En d’autres termes, nous prouvons ’exis-
tence d’un sous-espace affine V' de f + bt tel que

SHf = / SB(g).6dN @)
1%

A partir de cette derniére formule, on recouvre une désintégration de la représentation

(S5]
7 = Ind§x s ~ / TB($),6AN (),
Vv

qui est déja obtenue par A. Baklouti dans [5].
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